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1 序: コンパク トな局所対称空間
2006年夏 のRIMS研 究集 会1で は(リ ー マ ン幾 何 の 枠組 を超 えた,一 般 の)
Xの 不 連続 群 に関 して
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1)に関 しては,Xが リーマ ンの場合 はA.Borel(1923-2003)が,その人生の丁度ま
ん中の1963年に
「すべてのリーマン対称空間に対 して一様格子が存在する」
とい う重要 な定理 を発 表 した[1]。彼 の証 明は数論 的部分群の理論 に基づ くものであ り,
この定理はその後の(リ ーマ ン対称 空間の)不 連続群論の大発 展の礎 となった.
対称空間 とい う概 念は リーマン構造 を必要 と しない.す なわ ち,`対 称空間'を定義
す るた めにはア ファイ ン接続 だけが必要で あ り,そ の際 のア ファイ ン接 続が リーマ ン
多様 体のLevi-Civita接続 である場合が リーマ ン対称空間に他 な らない。 よ り広 いクラ
スの対称空 間の一例 として,半 単純 リー群 σ をその位 数2の 自己同型 の固定部分群E
で割って得 られ る等質空 間 σ/∬を考 えよ う.こ の空間 はKilling形式か ら誘導 され る
擬 リーマ ン多様 体2の構造 を もち,そ のLevi-Civi捻接続 に関 して対称 空間 となる,こ の
よ うな,リ ーマ ン多様体 とは限 らない,よ り一般 の幾何構造 をもつ対称 空間に対す る
一様格子 の存在 問題 は筆者が1980年代の半 ばよ り取 り組んできたモチー フである。非
常 に初期の段 階で この研究 に関心 をもってプ リンス トン高等研 究所 に筆者 を招塒 して
いただいたBorel教授 が2003年に急 逝 され,そ の追悼論文 を依頼 され た とき,迷 わず
テーマを
「対称空間の一様格子の存在問題」
と選 んだ。この長編の論文(吉 野太郎 氏 との共 著[10Pが出版 され たばか りであ り,内
容 の重複 を さけるため,1)の話題 について はこ こでは述 べない.な お,こ のテーマ に
関 して2004年以前に得 られた結 果に関す る 日本語 の解説 は[7,8!も参 照 されたい.
このよ うな経緯 のため,こ の論説 のテーマ は2)の話題,す なわち,
「対称空間の一様格子の変形」







・位相群 σが多様体Xに(何 らかの幾何構造を保ちなが ら)作用 している.
・rはxに 真性不連続に作用する σの離散部分群である3.
このとき,次の問題 を考える.
r'はσ の離散部分群 で あ りrに 十分`近 い'とす る,
(R)'(剛性)Ivとrは σ内で共役 か?
(S)'(安定性)Xへ のr'の作用 も真性不連続 か?
明 らかに
(R')⇒(S')
が成 り立つ.ま た,(3がXに 推移 的に作用 し,1点 にお け る固定部分群 が コンパ ク ト
な らば4,(S')は自動的 に成 り立つ 。
この`素朴 な問題'を厳密 に定式化 しよ う.こ のためには,r'がrと 十分 近い とい う
こ とを厳密 に述べ る必要が ある.
以下 では議 論 を簡単 にす るため,
●rを 有限生成 の離散群
としよ う.
rか らσへ の(抽 象的 な)群 準同型写像全体 のなす 空間 を
H・m(r,σ)
と表す と,各 点収束 の位相 に よってHom(r,σ)は位相 空間 とな る.さ て,rの 生成元
ッ1,_,惚をとると,rか ら σへの準同型 写像 曽は ッ1,..,,物での値 によって決 定 され
るか ら,写 像
且・m(r,σ)→σ ×… ×σ,ψ →(鱈(ッ、),_,幹(ッん))
によってHom(r,σ)をσの ん個の直積 空間に埋 め込む ことができる.直積空間(7×… ×σ
の相対位相 によってHom(r,σ)を位 相空 間 としてみな した ときの位相は,先 ほ ど考えた
各点収束の位相 に一致す る(従 って生成元 の集合{ッ1,...,%}のとりかたによらない).
我々はXに 真性 不連続 に作用す るよ うな σの離散部分群 のみ に興味があ るので,そ







ここで,Xへ の作用が自由5とい う条件はおまけである(rが振れ元のない離散群な ら
ば,真性不連続 という条件から自由 という条件は自動的に出る)。
注意2.1な お,E(r,σ;X)の定 義で は σ のXへ の作用 が推移 的 であるこ とを仮定 し
ていない.Xが リー群 σ の等質 空間 σ/Eと して表 され る場合 には[4,7]で定義 した
E(r,σ,11)とい う集合 はここでのE(r,σ;σ/11)に相 当す る.さ らにX=σ μ1かつE
が コンパ ク ト部分群の ときのR(r,σ;σ/E)はWei1[12]の定義 した集合E(r,σ)に対応
してい る.6
R(r,σ;X)の基本 的な性質 を列挙 しよ う.
1)鱈∈E(r,σ;X)ならば,商 空 間 ψ(r)＼Xはハ ウス ドル フであって,自 然 な商写像
x→ ψ(r)＼x
が被覆写像 となる.特にψ(r)＼Xには多様体の構造を入れることができる.
2)E(r,σ;X)はHom(r,σ)の一不変な部分集合 であ る.すなわ ち,曽∈Hom(r,σ),g∈











に よって 畷r)＼Xとザ(F)＼Xは自然 に同型 になる.
1)は望∈取r,σ;X)がXの ク リフォー ド クーライ ン形 妖r)＼Xの`パラメー タ空間'
で あるこ とを意味 してい る。 さらに2)を考慮 に入れ て,`無駄な変形'を省 いた空 間
ア'(r,σ;X)=」配(r,σ;X)/(7
を 変 形空 間(deformationspace)とよぶ こ とにす る7.
5すなわち,ッ切=紹 ⇒ ッ=εがすべての ¢∈Xに 対 して成 り立つ.





とす る と,γ(r,σ;X)は嶋 のタイ ヒミュラー空間 に他 な らない.
さて,も との`素朴 な問題 に戻 ろ う.
Xに 真性不連続 に作用す る σ の離散部分群 をrと し,
鱈o:r・→ σ
を対応 す る包含写像 とす る.r'がrに 十分近 い とい うの は,r'が単射 な準同型写像
曽:r→ σの像であ り(従 ってr'とrは 抽象 群 としては同型 であ る),Hom(r,σ)の





任 意の望 ∈yに 対 して,適 当なg∈ σ を選べ ば 望=銘 となる(2)
と再定式化 できる.こ の とき,鞠 ∈V⊂(7・物 となるので,σ ・物 ⊂σ・y⊂ σΨ0が
成 り立 ち,従 って σ・ψo=σ ・yとなる.σ ・yは開集合gγ の和集合で あるか ら,こ
れ も開集合であ る.逆 に σ ・鞠 が 開集合 な らばy=σ ・鞠 とお けば(2)は明 らかに成
り立っ。 よって,
(R)(吻 にお ける局所剛性)σ ・物 はHom(r,σ)にお ける開集合 である
は(R)'を定式化 したもの といえる。吻 ∈R(r,σ;X)なので σΨo⊂ 蔵r,σ;X)となっ
ている ことに注意 しよ う.
同様 に考 えて,(S')は
と述べ る ことができ る.
以 下ではこの定式化 で考え よ う.定 義 よ り明 らかに次が成 り立つ,
定理2.3((R)⇒(S))r⊂ σ が局所 剛性 な らば,Xに お け る変換群 と して安 定 で
ある。
例2.4(リーマ ン対称空 間の場合 【12])Xが既約 リーマ ン対称空 間 σ/1L鞠(r)はσ








●(R)が成 り立たない一様格子r=r'×1が 存在す る
ことを証明 し,こ れ をnon-s七andardLorentzformと呼んだ.さ らに
●(S)は成 り立っだろ うか
とい う問題 を(特 定の変形8に対 して)提 起 した,
[9]の序文 に述べ られ た次 の初等 的な例 は,対 称空 間の一様格 子であ って も一般 には
(R)も(S)も成 り立たない ことを示す ものである.








とな り,E(r,σ;x)はHom(r,σ)の開集合 ではない・従 って(R)も(S)も成 り立たな
い.特 に,ど の ψ∈蔵r,σ;X)もXの 一様格子 ρ(r)を定め るが,安 定ではない.
なお,同 じ空間X=Rを リーマン対称空 間 σ'/κ',但し(γ=κ'劇R,κ'=30(1)
とす れ ばR(r,σ';X)=R(r,σ;X)は明 らかにRom(r,σ')製Rの開集合 であ り,(R)
も(S)も成 り立つ ことに注意 しよ う.
8後述する(3)であって ρの像が可換かつ非コンパク トの場合
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例2.6では σ は可解 リー群 であ り,rはXの 一様格子で あった。σ がべ き零 リー群,
rが 一様格子の場 合 は(S)は成 り立つ(吉 野)。 一方,rが 一様 格子では ない場合 には
(R)も(S)も成 り立たない例を構 成す る ことがで きる(PD・
例2.7(べき零対 称空間の例)σ が2stepべき零 リー群,rが 可換 な離散部分群 の場合
の変形空 間の例 が[9,131で具体的に求 め られ てい る.
3半 単純 リー群多様体の不連続群
等長変換が豊富に存在する擬 リーマン多様体 として半単純 リ 群ー σ 自身をとりあげ
よう,この節では,リー群は線型であるか,あるいはその有限被覆群であると仮定する.
最初に変換群の立場から多様体 σを等質空間として表示す る2通りの視点を述べる.
こ こで △σ は直積群 σ ×σ の部分群{(g,g):g∈σ}を 表す.△ σは直積群(7×σ を
多様体 σ に
σ→ σ,ω け91謬9『1
として作用 させ た とき,原 点eに お ける固定部分群 に他 な らない.
σが単純 リー群 な らば,処(7製gに お けるKilling形式(あ るいはその定数倍)を σ
で左移動す ることに よって σ上の擬 リーマ ン計量 が得 られ る(右 移動 して も同 じもの
が得 られ る)。 この とき,直 積 群 σ ×σ はこの擬 リーマ ン計量に関す る等長 変換群 と
して作用す る.こ の よ うな擬 リーマ ン計 量は定数倍 を除いて一意的であ る.す なわち
② の立場 では不変 な計量は内在 的であ る.な お,g=セ+夢 を σ の リー環gのCar七an
分解 とす る とき,こ の擬 リーマ ン計量 の符 号は(dim夢,dim燈)である.
一方 ,多 様 体 σ を等 質空間 σ/{ε}とみた ① の立場 では,任 意符 号の擬 リーマ ン計
量(特 に リーマ ン計量)で あって,σ がそ の計量に関 して等長変換 として作用す るも
のが存在 す る,す なわ ち,① の立場 では変換群が(推 移的 とはい え)"小 さい"た め,
不変 な計量 はた く さんあ り,そ れ らは一般には内在的 な ものではない.
例3.1(7=∬(2,R)のとき,Killing形式 を用 い るこ とに よ り,σ に3次 元 の定 曲率




を使 えば,σ ×(7/△σが ロー レンツ対称空 間50(2,2)/50(2,1)と局所微分 同相(2重
被覆)に なってい ることがわか る.
さて,
r⊂ σ
をσの離散部分群 とする.多様体 σへrを 左か ら作用 させ るとい うことは② の立場
では
r×1を(σ ×σ)/△G
に作用させることに他ならない.従 って ② ではrの 左作用の変形は準同型写像
r×1→G× σ
を変形 させ ることによって定義できる.① の立場と② の立場で局所剛性定理がどのよ
うに違 うかを比較しよう.以下ではGを 単純 リー群としr⊂ σをσの一様格子 とする.
定理3.2(Selberg-Weilの局所剛性定理[12】)立場 ① で考 えた とき,連 続 変形 で き
る一様 格子 が存在す る ⇔G駕5L(2,R)(局所 同型)





⇒)リ ー環 の コホモ ロジー の計算 を用 いる.
奪)σ=30(η,1),5σ@,1)のときにはr/[r,r1が無限群 になるよ うな一様 格子rが
存在す る10.そこで例 えば,準 同型 写像r/[r,r]→σ(こ のよ うな準同型写像全体 を
σ の内部 同型 で割った空間 はrankr/[r,r]rankGの次元 を もっ)とr→r/[r,r]を合
成す る ことに よ りHom(r,σ)の元を作 ることがで きる.不 連 続群 が構成 でき ることを





10σ=30(π,1)の任意の一様格子rに 対 してr/[r,r]は無限群であるだろ うとい う予想はThurston
の予想(お よび,そ の高次元の一般化)と して知 られる。数論的部分群に対する肯定的な結果はあるが,
一般には現在も未解決である
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が定ま る.rρは抽象群 としてはrと 同型 なので,変 形パ ラメー タρに よってrを ② の
立場で変形 した とみなせる.ま ず,σ=30(η,1)あるいは3σ@,1)の場 合,群 多様 体
σ ×σ/△σ の不連続群rと して どのよ うな形が許 され るだろ うか.
KulkarniとRaymondは3次元 の ロー レンツ空間形 の研 究において,σ=3五(2,1R)
の左右 か らの群作用 を考察 し,次 の定理 を証明 した.
定理3.4(Kulkarni-Raymond[11Dσ=3五(2,R)とす る。3次 元の群多様体 σ に
真性 不連続 に作用す る σ ×σ の離散部分群は,も しそれ が振れ元 を含 ま ない な らば適
当なr⊂Gと ρ∈Hom(r,σ)を用 いてrρの形(あ るいは左右 を逆 に した もの)に 表
され る。
この定理は圖(あ るいはもっと強い形 としては同)で 証明された作用の固有性の判
定条件を用いることによって次の形に拡張された。
定理3.5([4D実階数が1の 半単純 リー群 σに対 して,定 理3.4と同 じ結論が成 り立っ.
注意3.6逆 に実階数 ≧2の 場合 には,r1×r2(但 しr1,r2はσの離散部分群)の 形
の不連続群 も存在す る ことが証 明 され ている([4D.特に,実 階数 ≧2の 場合 には定理
3.4の結論は成 り立た ない.
定理3.5の証明のスケ ッチ 以下では真性 不連続性 の判 定条件 を与えるために 同 で導
入 され た記 号 ～油 を用 いる11。
r⊂(7×(7を② の立場 の不連続群 とし,r1=r∩((7×1),r2=r∩(1×σ)と お
く,r亙またはr2の少 くとも1つ が単位 元だけか らな る群{e}であることを言 えば よい
(実際r2={ε}が示 されれ ば,鰺=(悔,ψ2)と表す とき,r∩Ker物={ε}であ るか ら,
物 は単射 とな る.そ こでr=物(r),ρ=ψ20ψr1とおけば よい).さ らに,rに は振
れ元が存在 しない とい う仮定の下では,r1あるいはr2が有限群 であるこ とを言 えばよ
い.こ のた めに次の補題 を用い る。
補 題3。7σ が実階数1の 半単純 リー群 とす る。 この とき,σ の任意 の離散部分群rに
対 して,r～ σが成 り立っ12。
この補題 よ り,r1とr2の両方 が無限群 な らば,
r'1×r2～ σ × σ (4)
が成 り立つ.然 るにr巾 △σ であ るか ら,特 に(r1×r2)巾△σ が成 り立つ.従 って
(4)よりσ×σ ～ △σ となるが,こ れ が成 り立つのは(7がコンパ ク ト群 に限 るので,σ
が実階数1で あるこ とに矛盾 す る。 よってr1あ るいはr2の 少 くとも一方 は有限群 で





局所剛性 が成 り立 たない群 多様 体 σ=50(η,1),5σ(η,1)はいず れ も実 階数1の 半
単純群で ある.そ こで前述 の定理 が適用 できる.
rρと(id×ρ)∈Hom(r,σ×(7)を同一視 す る と
H・m(r,σ)⊂R・m(r,σ× ),ρ吟r,
とい う埋 め込み が得 られ る.そ こで,真 性 不連続 な作用 のパ ラメー タ空 間
E(r,σ×σ;σ)⊂Hom(r,(7×σ)
をHom(rラσ)の切 り口で調べ よ う。す なわち,rを σ の一様格子 とした とき,ど の よ
うな ρに対 してrρが σ に真性不連続 に作用す るかを考 えるのであ る.特 に ρ=1の と
きr1=r×1で あ るか ら,r1が安定であ るか(す なわち,ρ と1が 十分近 けれ ばrρは
σ に真性不連続 に作用す るか?)を 考 えよ う(Goldmanの提起 した問題(例2.5参照)
の一般化)。
以下,σ を半単純 リー群(rank飛σ=1は 仮 定 しない),rを σ の一様 格子 とす る。
θ/κの適当な コンパ ク ト集合3を とれ ば
π(3)=r＼σ/」κ
となる.こ こで π:σ/κ→r＼σ/1ぐは 自然 な商写像で ある.こ の ような5を1つ 選ん
でお く.rは σ/Kに 真性不連続 に作用す るので
r5:={7∈r:ツ・5∩3≠ の}
は有限集合 であ る.distをリーマ ン対称空 間 σ/κの距離 とし,o=eκ ∈ σ/1ぐとお




とお く.Tは 論文 同 では レrと表記 した正数に対応す る.例 えば ρ=1な らば ルfρ訟0
で ある.
H・m(r,G)→R,ρ→Mρ
は連続 関数 で あるこ とに注意 しよ う.
次の定理 は論文 同 の第3節 の内容 を要約 した もので ある.
定理3.8Mρ<Tな らばrρはrと(抽 象群 として)同 型で あり,さ らにrρ∈E(r,σ×
σ;σ).
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す なわ ち,1に 十分近 い ρ∈Hom(r',σ)によってrの 左 作用(r×1=r1の 作用)を
σ ×(7内で変形 して得 られ るrρは σ に真性不連続 に作用す る.従 って,Goldmanの
提 起 した 問題(例2.5参照)は3双2,R)だ けでな く,一 般 の半単純 リー群の一様格 子
に対 して も正 しい こ とが示 された.□
E(r,σ×σ;σ)(あるいは,本 質 的に同 じこ とであるが,変 形空間 ア(r,G×σ;σ))
について はまだまだ多 くの基本 的 な性質 が解明 され ていない.こ こで次の問題 を提起
してお こ う.


















Springer,Berlin,(2001),pp.723-747;邦訳:非 リ ー マ ン 等 質 空 間 の 不 連 続 群 論,数
学 の 最 先 端21世 紀 へ の 挑 戦 第1巻,(砂 田 利 一 監 修),(2002),PP.18-73。
13定理3 .8よ り,dim7'(r,σ× σ;σ)≧rankr/[r,r]rankσで あ る こ と は わ か る ・ こ こでrankG=
[穿](σ=50(η,1)の とき),π(σ=3σ(η,1)の と き).
12 TOsHIYUKI]KoBAYAsHI
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